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[問 1] 昇降演算子 L̂± := L̂x ± iL̂y について、

L̂+ |l,m⟩ = Am
l |l,m+1⟩ , L̂− |l,m⟩ = Bm

l |l,m − 1⟩ .

に現れる定数Am
l , B

m
l を以下の手続きで求めよ。ただし状態 |l,m⟩ , |l,m ± 1⟩は規格化されているものとし、Am

l , B
m
l

は正の実数とする。
(1) 昇降演算子が

L̂†± = L̂∓,

を満たすことを示せ。
(2) 昇降演算子の積が

L̂∓L̂± = L̂2 − L̂2z ∓ ℏL̂z,

を満たすことを示せ。ただし L̂2 := L̂2x + L̂2y + L̂2z である。
(3) (2)の結果に左右から ⟨l,m| · · · |l,m⟩を作用させることで、

Am
l = ℏ

√
l(l +1)−m(m+1)

(
= ℏ

√
(l −m)(l +m+1)

)
,

Bm
l = ℏ

√
l(l +1)−m(m− 1)

(
= ℏ

√
(l +m)(l −m+1)

)
,

を示せ。
[解 1]

(1) L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y および L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z より

L̂†x = p̂†z ŷ
† − p̂†y ẑ†

ŷ, ẑ, p̂y , p̂zの Hermite 性
= p̂zŷ − p̂y ẑ

[ŷ,p̂z]=0, [ẑ,p̂y ]=0
= ŷp̂z − ẑp̂y = L̂x,

L̂†y = p̂†x ẑ
† − p̂†z x̂†

ẑ, x̂, p̂z , p̂xの Hermite 性
= p̂x ẑ − p̂zx̂

[ẑ,p̂x]=0, [x̂,p̂z]=0= ẑp̂x − x̂p̂z = L̂y ,

より L̂x, L̂y は Hermiteである。よって

L̂†± =
(
L̂x ± iL̂y

)†
= L̂x ∓ iL̂y = L̂∓,

となる。
(2) 昇降演算子の定義および交換関係から

L̂∓L̂± =
(
L̂x ∓ iL̂y

)(
L̂x ± iL̂y

)
= L̂2x + L̂2y ± i[L̂x, L̂y]

[L̂x ,L̂y ]=iℏL̂z
= L̂2x + L̂2y ∓ ℏL̂z

L̂2:=L̂2x+L̂
2
y+L̂

2
z

= L̂2 − L̂2z ∓ ℏL̂z.

となる。
(3) (1)より

⟨l,m| L̂∓L̂± |l,m⟩ =
∣∣∣L̂± |l, m⟩∣∣∣2 = (Am

l )
2 or (Bm

l )
2,

1



である一方、(2)より

⟨l,m| L̂∓L̂± |l,m⟩ = ⟨l,m|
(
L̂2 − L̂2z ∓ ℏL̂z

)
|l,m⟩ = ℏ2

[
l(l +1)−m2 ∓m

]
= ℏ2 [l(l +1)−m(m± 1)] ,

であるから、

Am
l = ℏ

√
l(l +1)−m(m+1)

(
= ℏ

√
(l −m)(l +m+1)

)
,

Bm
l = ℏ

√
l(l +1)−m(m− 1)

(
= ℏ

√
(l +m)(l −m+1)

)
,

となる。

[問 2] スピン演算子 Ŝx, Ŝy , Ŝz が Pauli行列

σx :=

 0 1

1 0

 , σy :=

 0 −i

i 0

 , σz :=

 1 0

0 −1

 ,
を用いて

Ŝx
表示
=

ℏ
2
σx, Ŝy

表示
=

ℏ
2
σy , Ŝz

表示
=

ℏ
2
σz,

と与えられている。
(1) Pauli行列が

σjσk = δjk + i
∑
l

ϵjklσl ,

を満たすことを示せ。ここで Levi-Civita記号 ϵjkl は

ϵjkl :=


+1 (j,k, l) = (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2),

−1 (j,k, l) = (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1),

0 他,

で定義される。
(2) スピン演算子の満たすべき交換関係

[Ŝx, Ŝy] = iℏŜz, [Ŝy , Ŝz] = iℏŜx, [Ŝz, Ŝx] = iℏŜy ,

が満たされていることを、行列を計算することにより示せ。
[解 2]

(1) 題意の式は

σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1,

σxσy = −σyσx = iσz, σyσz = −σzσy = iσx, σzσx = −σxσz = iσy ,
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となる。1行目については Pauli行列を二乗することにより示される。2行目については

σxσy =

 0 1

1 0


 0 −i

i 0

 = i

 1 0

0 −1

 = iσz, σyσx =

 0 −i

i 0


 0 1

1 0

 = −i
 1 0

0 −1

 = −iσz,

σyσz =

 0 −i

i 0


 1 0

0 −1

 = i

 0 1

1 0

 = iσx, σzσy =

 1 0

0 −1


 0 −i

i 0

 = −i
 0 1

1 0

 = −iσx,

σzσx =

 1 0

0 −1


 0 1

1 0

 = i

 0 −i

i 0

 = iσy , σxσz =

 0 1

1 0


 1 0

0 −1

 = −i
 0 −i

i 0

 = −iσy ,
より示される。
(2) (1)より

[σx,σy] = 2iσz, [σy ,σz] = 2iσx, [σz,σx] = 2iσy ,

であるから、

[Ŝx, Ŝy] =
(
ℏ
2

)2
[σx,σy] =

iℏ2

2
σz = iℏŜz,

[Ŝy , Ŝz] =
(
ℏ
2

)2
[σy ,σz] =

iℏ2

2
σx = iℏŜx,

[Ŝz, Ŝx] =
(
ℏ
2

)2
[σz,σx] =

iℏ2

2
σy = iℏŜy ,

と示される。

[問 3] 電子のスピン状態 |χ⟩が

|χ⟩ 表示= A

 3i

4

 ,
で与えられているとする。
(1) 状態 |χ⟩を規格化することで定数 Aを求めよ。ただし Aは正の実数とする。
(2) この状態に対するスピン Ŝx, Ŝy , Ŝz の期待値を求めよ。ただし Ŝx, Ŝy , Ŝz は [問 2]のように与えられていると
する。
(3) 分散 σ2

Sx
,σ2

Sy
,σ2

Sz
の平方根 σSx ,σSy ,σSz を求めよ。

(4) 不確定性関係

σ2
Aσ

2
B ≥

( 1
2i
⟨χ| [Â, B̂] |χ⟩

)2
,

が Â = Ŝx, B̂ = Ŝy に対して成り立っていることを示せ。
[解 3]
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(1)

⟨χ|χ⟩ 表示= A2
(
−3i 4

) 3i

4

 = 25A2 = 1, =⇒ A =
1
5
.

(2)

⟨χ| Ŝx |χ⟩
表示
= A2

(
−3i 4

) ℏ
2

 0 1

1 0


 3i

4

 = 0,

⟨χ| Ŝy |χ⟩
表示
= A2

(
−3i 4

) ℏ
2

 0 −i

i 0


 3i

4

 = −1225ℏ,

⟨χ| Ŝz |χ⟩
表示
= A2

(
−3i 4

) ℏ
2

 0 1

1 0


 3i

4

 = − 7
50

ℏ,

(3)

σ2
Sx

= ⟨χ| (Ŝx − ⟨χ| Ŝx |χ⟩)2 |χ⟩ = ⟨χ| Ŝ2
x |χ⟩ − ⟨χ| Ŝx |χ⟩

2

表示
= A2

(
−3i 4

)(ℏ
2

)2  0 1

1 0


2  3i

4

− 02 = ℏ2

4
=⇒ σSx =

ℏ
2
,

σ2
Sy

= ⟨χ| (Ŝy − ⟨χ| Ŝy |χ⟩)2 |χ⟩ = ⟨χ| Ŝ2
y |χ⟩ − ⟨χ| Ŝy |χ⟩

2

表示
= A2

(
−3i 4

)(ℏ
2

)2  0 −i

i 0


2  3i

4

−
(
−12
25

ℏ
)2

=
49

2500
ℏ2 =⇒ σSy =

7
50

ℏ,

σ2
Sz

= ⟨χ| (Ŝz − ⟨χ| Ŝz |χ⟩)2 |χ⟩ = ⟨χ| Ŝ2
z |χ⟩ − ⟨χ| Ŝz |χ⟩

2

表示
= A2

(
−3i 4

)(ℏ
2

)2  1 0

0 −1


2  3i

4

−
(
− 7
50

ℏ
)2

=
576
2500

ℏ2 =⇒ σSz =
12
25

ℏ.

(4) Â = Ŝx, B̂ = Ŝy に対する不確定性関係は

σ2
Sx
σ2
Sy
≥

( 1
2i
⟨χ| [Ŝx, Ŝy] |χ⟩

)2
=

(
ℏ
2
⟨χ| Ŝz |χ⟩

)2
,

であるが、

σ2
Sx
σ2
Sy

=
( 7
100

ℏ2
)2
≥

(
ℏ
2
⟨χ| Ŝz |χ⟩

)2
=

( 7
100

ℏ2
)2
,

より確かに成り立っている。
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