
演習問題

2025年 6月 26日 学籍番号 氏名

[問 1]

(1) 水素原子の動径方向の Schrödinger方程式

d2

dr2
R(r) +

2
r
d
dr
R(r)−

[
2me(V (r)−E)

ℏ2
+
l(l +1)
r2

]
R(r) = 0, V (r) = − e2

4πϵ0

1
r
,

において u(r) := rR(r)とすることで

d2

dρ2
u(ρ) =

[
1−

ρ0
ρ

+
l(l +1)
ρ2

]
u(ρ), κ :=

√
−2meE
ℏ

, ρ0 :=
mee

2

2πϵ0ℏ2κ
, ρ := κr,

が得られることを示せ。ただしエネルギーの範囲は E < 0とする。また u(ρ)は u(r(ρ))の略記である。
(2) (1)の結果に

u(ρ) = ρl+1e−ρv(ρ),

を代入することで、v(ρ)の満たすべき微分方程式

d2

dρ2
v(ρ) +

2(l +1− ρ)
ρ

d
dρ
v(ρ) +

ρ0 − 2(l +1)
ρ

v(ρ) = 0,

を導け。
(3) v(ρ)を

v(ρ) =
∞∑
j=0

cj ρ
j ,

と多項式展開することで、漸化式

cj+1 =
2(j + l +1)− ρ0
(j +1)(j +2l +2)

cj (j = 0,1,2, · · · ),

を導け。また、この漸化式の右辺がある j = N − 1(≥ 0)で 0となるという、波動関数が発散しないための条件か
ら、ρ0, κ, E の量子化条件

ρ0 = 2n, κ =
mee

2

4πϵ0ℏ2
1
n
, E = − me

2ℏ2

(
e2

4πϵ0

)2 1
n2
,

を導け。ここで n :=N + l である。
(4) 水素原子における電子の典型的な広がりを与える定数である Bohr半径

a =
4πϵ0ℏ2

mee2
,

を、単位をmとして有効数字 2桁で計算せよ。これは n = 1のときの 1/κに相当する。計算の際は、微細構造定数

α :=
e2

4πϵ0ℏc
≃ 1

137
,
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電子の質量 (を光速 cを用いてエネルギーに換算した)

mec
2 ≃ 511keV = 5.11× 105 eV,

電子ボルト eVとジュール Jの変換則

1eV ≃ 1.602× 10−19 J,

および換算 Planck定数と光速

ℏ ≃ 1.055× 10−34kg m2/s, c ≃ 2.998× 108m/s,

を用いるとよい。
[解 1]

(1) 水素原子の動径方向の Schrödinger方程式

d2

dr2
R(r) +

2
r
d
dr
R(r)−

[
2me(V (r)−E)

ℏ2
+
l(l +1)
r2

]
R(r) = 0, V (r) = − e2

4πϵ0

1
r
,

に R(r) = u(r)/r を代入し

d2

dr2
u(r)
r

+
2
r
d
dr

u(r)
r
−
[
2me(V (r)−E)

ℏ2
+
l(l +1)
r2

]
u(r)
r

= 0

=⇒
[
1
r
d2

dr2
u(r)− 2

r2
d
dr
u(r) +

2u(r)
r3

]
+
2
r

[
1
r
d
dr
u(r)− u(r)

r2

]
−
[
2me(V (r)−E)

ℏ2
+
l(l +1)
r2

]
u(r)
r

= 0

=⇒ d2

dr2
u(r)−

[
2me(V (r)−E)

ℏ2
+
l(l +1)
r2

]
u(r) = 0

ρ:=κr
=⇒ κ2

d2

dρ2
u(ρ)−

[
2me
ℏ2

(
− e2

4πϵ0

κ
ρ
−E

)
+κ2

l(l +1)
ρ2

]
u(ρ) = 0

κ:=
√
−2meE
ℏ

=⇒ d2

dρ2
u(ρ)−

[
−1
κ
2me
ℏ2

e2

4πϵ0

1
ρ
+1+

l(l +1)
ρ2

]
u(ρ) = 0

ρ0:=
mee

2

2πϵ0ℏ2κ
=⇒ d2

dρ2
u(ρ) =

[
1−

ρ0
ρ

+
l(l +1)
ρ2

]
u(ρ),

となるので示された。
(2) (1)の結果に

u(ρ) = ρl+1e−ρv(ρ),
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を代入し、

d2

dρ2

[
ρl+1e−ρv(ρ)

]
=

[
1−

ρ0
ρ

+
l(l +1)
ρ2

]
ρl+1e−ρv(ρ)

=⇒ (l +1)lρl−1e−ρv(ρ) + ρl+1e−ρv(ρ) + ρl+1e−ρ
d2

dρ2
v(ρ)

− 2(l +1)ρle−ρv(ρ)− 2ρl+1e−ρ d
dρ
v(ρ) + (l +1)ρle−ρ

d
dρ
v(ρ) =

[
1−

ρ0
ρ

+
l(l +1)
ρ2

]
ρl+1e−ρv(ρ)

=⇒ (l +1)l
ρ2

v(ρ) + v(ρ) +
d2

dρ2
v(ρ)− 2(l +1)

ρ
v(ρ)− 2 d

dρ
v(ρ) +

l +1
ρ

d
dρ
v(ρ) =

[
1−

ρ0
ρ

+
l(l +1)
ρ2

]
v(ρ)

=⇒ d2

dρ2
v(ρ)− 2(l +1)

ρ
v(ρ)− 2 d

dρ
v(ρ) +

l +1
ρ

d
dρ
v(ρ) = −

ρ0
ρ
v(ρ)

=⇒ d2

dρ2
v(ρ) +

2(l +1− ρ)
ρ

d
dρ
v(ρ) +

ρ0 − 2(l +1)
ρ

v(ρ) = 0,

となるので示された。
(3) (2)の結果に多項式展開

v(ρ) =
∞∑
j=0

cj ρ
j ,

を代入し、
∞∑
j=0

j(j − 1)cj ρj−2 +
2(l +1− ρ)

ρ

∞∑
j=0

jcj ρ
j−1 +

ρ0 − 2(l +1)
ρ

∞∑
j=0

cj ρ
j = 0

ρ倍
=⇒

∞∑
j=0

j(j − 1)cj ρj−1 +2(l +1)
∞∑
j=0

jcj ρ
j−1 − 2

∞∑
j=0

jcj ρ
j + [ρ0 − 2(l +1)]

∞∑
j=0

cj ρ
j = 0

ラベル j の付け替え
=⇒

∞∑
j=0

(j +1)jcj+1ρ
j +2(l +1)

∞∑
j=0

(j +1)cj+1ρ
j − 2

∞∑
j=0

jcj ρ
j + [ρ0 − 2(l +1)]

∞∑
j=0

cj ρ
j = 0

=⇒ [(j +1)j +2(l +1)(j +1)]cj+1 + [−2j + ρ0 − 2(l +1)]cj = 0 (j = 0,1,2, · · · )

=⇒ cj+1 =
2(j + l +1)− ρ0
(j +1)(j +2l +2)

cj (j = 0,1,2, · · · ),

となる。分子に現れる 2(j + l +1)− ρ0 が j =N − 1(≥ 0)で 0となる条件より、n :=N + l として

ρ0 = 2n,

が示される。ρ0 := mee
2

2πϵ0ℏ2κ
から

κ =
mee

2

4πϵ0ℏ2
1
n
,

が、また κ :=
√
−2meE
ℏ から

E = − me
2ℏ2

(
e2

4πϵ0

)2 1
n2
,

が示される。
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(4) 問題文より

a =
4πϵ0ℏ2

mee2
=
4πϵ0ℏc
e2

ℏc
mec2

≃ 137×
1.055× 10−34 × 2.998× 108kgm3/s2

5.11× 105 × 1.602× 10−19 J
≃ 5.3× 10−11m,

となる。

[問 2] 水素原子の波動関数に関して、以下の問いに答えよ。Bohr半径 aを用いてよい。
(1) 水素原子の動径方向の波動関数 R10(r),R20(r),R21(r)を

Rnl (r) =

√( 2
na

)3 (n− l − 1)!
2n(n+ l)!

(2r
na

)l
e−

r
na L2l+1n−l−1

(2r
na

)
,

を用いて求めよ。ここで Laguerre多項式および Laguerre陪多項式は

Lq(x) :=
ex

q!

(
d
dx

)q
(e−xxq) , L

p
q (x) := (−1)p

(
d
dx

)p
Lp+q(x) =

(−1)p

(p + q)!

(
d
dx

)p [
ex

(
d
dx

)p+q
(e−xxp+q)

]
,

で与えられる。
(2) 水素原子の波動関数 ψ200(r,θ,ϕ), ψ211(r,θ,ϕ), ψ210(r,θ,ϕ), ψ21−1(r,θ,ϕ)を

ψnlm(r,θ,ϕ) = Rnl (r)Ylm(θ,ϕ),

を用いて求めよ。ここで球面調和関数は

Ylm(θ,ϕ) =

√
2l +1
4π

(l −m)!
(l +m)!

eimϕPml (cosθ),

で与えられ、Legendre多項式 Pl (x)および Legendre陪関数 Pml (x)は

Pl (x) :=
1
2l l!

(
d
dx

)l
(x2 − 1)l , Pml (x) := (−1)m(1− x2)

m
2

(
d
dx

)m
Pl (x) =

(−1)m

2l l!
(1− x2)

m
2

(
d
dx

)l+m
(x2 − 1)l ,

で与えられる。
[解 2]

(1) 必要な Laguerre多項式は

L10(x) = 1, L11(x) = −x +2, L30(x) = 1,

である。これらより

R10(r) =
2
a3/2

e−
r
a , R20(r) =

1
√
2a3/2

(
1− r

2a

)
e−

r
2a , R21(r) =

1

2
√
6a3/2

r
a
e−

r
2a ,

を得る。
(2) 必要な球面調和関数は

Y00(θ,ϕ) =
1
√
4π
, Y10(θ,ϕ) =

√
3
4π

cosθ Y1±1(θ,ϕ) = ∓
√

3
8π

sinθe±iϕ ,
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である。これらと (1)の結果を合わせて

ψ200(r,θ,ϕ) =
1

√
8πa3/2

(
1− r

2a

)
e−

r
2a ,

ψ210(r,θ,ϕ) =
1

√
32πa3/2

r
a
e−

r
2a cosθ, ψ21±1(r,θ,ϕ) = ∓

1
√
64πa3/2

r
a
e−

r
2a sinθe±iϕ ,

と求まる。
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